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ПРЕДИСЛОВИЕ
Данное методическое пособие составлено на основе Федерального государственного образовательного стандарта программ среднего профессионального образования.
В результате освоения дисциплины «Математика» студент  должен уметь:
· решать прикладные задачи в области профессиональной деятельности; 

· решать задачи на отыскание производной сложной функции, производной второго и высшего порядков;

· применять основные методы интегрирования при решении задач;

· применять  методы математического анализа при решении задач прикладного характера, в том числе профессиональной направленности.

В результате освоения дисциплины «Математика» студент  должен знать:
· основные понятия и методы математического анализа; 

· основные понятия и методы математического анализа, теории вероятностей и математической статистики; 

· основные численные методы решения прикладных задач.
Данное методическое пособие не является учебником. Основная цель пособия – помочь студентам в самостоятельном выполнении контрольных заданий по курсу, а значит и подготовится к аттестации по дисциплине «Математика».
Пособие показывает основные направления подготовки:

1 . Предел функции.
2. Элементы комбинаторики.

3. Элементы теории вероятностей.
4. Нахождение производных и интегралов. Вычисление определенных интегралов.

5. Решение дифференциальных уравнений.
6. Числовые ряды.
7. Основы дискретной математики.
8. Основы численных методов.
Курс математики в рамках данной дисциплины является продолжением на более высоком уровне школьного курса математики с элементами высшей математики.
Тема 1.1. Предел функции

Вопросы к теме
1. Понятие предела функции. Свойства бесконечно больших и бесконечно малых функций. Теоремы о пределах.
2. Вычисления предела с неопределённостями типа 
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Краткие теоретические сведения 

Число А называется пределом функции 
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Функция 
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Функция 
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Свойства бесконечно малых и бесконечно больших функций:
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40. Если 
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Теоремы о пределах:
Теорема 1.  Если существуют пределы 
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, то существует также и предел их суммы, равный сумме пределов функций 
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Теорема 2. Если существуют пределы 
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Теорема 3.  Если существуют пределы 
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 то существует также и предел отношения, равный отношению пределов функций 
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Следствие 1. Постоянный множитель можно вынести за знак предела: 
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Следствие 2.  Если 
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Следствие 3. Предел многочлена (целой рациональной функции) 
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Следствие 4. Предел дробно-рациональной функции
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 принадлежит области определения функции, т.е. 
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Рассмотрим некоторые примеры.

Вычислить пределы:

1.1. 
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1.2. 
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( 1.1. По правилу нахождения предела многочлена находим
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1.2.Так как при 
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 знаменатель дроби отличен от нуля, то по правилу нахождения предела дробно-рациональной функции получим


[image: image69.wmf].

3

3

2

1

2

2

3

1

lim

2

2

2

-

=

-

+

-

=

-

+

-

®

x

x

x

x

 (
2.1. 
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2.3. 
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( 2.1. Здесь предел делителя равен нулю: 
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2.2. Здесь пределы числителя при 
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[image: image82.wmf]0

®

x

 получается отношение двух бесконечно малых величин. 

Разложим числитель и знаменатель  на множители, чтобы сократить дробь на общий множитель, стремящийся к нулю, и, следовательно, сделать возможным применение теоремы 3. Нужно иметь в виду, что здесь не производится сокращение на нуль, что недопустимо. По определению предела функции аргумент 
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 стремится к своему предельному значению, никогда не принимая этого значения; поэтому до перехода к пределу можно произвести сокращение на множитель, стремящийся к нулю. Имеем
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2.3. Пределы числителя и знаменателя при 
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 Разложим квадратный трехчлен в числители на линейные множители по формуле 
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3.1. 
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3.2. 
[image: image94.wmf].

8

12

2

1

lim

3

2

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

+

-

®

x

x

x


( 3.1. Пределы числителя и знаменателя при 
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3.2. Очевидно, что при 
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 функция представляет собой разность двух бесконечно больших величин. Выполнив вычитание дробей, получим дробь, числитель и знаменатель которой при 
[image: image102.wmf]2

-

®

x

 стремится к нулю. Сократив дробь на 
[image: image103.wmf]2

+

x

, находим


[image: image104.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

=

+

-

+

-

+

=

+

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

+

-

®

-

®

-

®

4

2

2

4

2

lim

8

8

2

lim

8

12

2

1

lim

2

2

3

2

2

3

2

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x



[image: image105.wmf](

)

(

)

.

2

1

4

2

2

2

4

2

4

2

4

lim

2

2

2

-

=

+

-

-

-

-

-

=

+

-

-

=

-

®

x

x

x

x

(
4.1. 
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4.2. 
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 бесконечно малой на ограниченную величину (постоянная – частный случай ограниченной величины) есть величина бесконечно малая, и предел ее при 
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4.3. При 
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 числитель и знаменатель – величины бесконечно большие. Поэтому при непосредственном применении теоремы 3 получаем выражение 
[image: image123.wmf]¥

¥

, которое представляет собой неопределенность. Для вычисления предела этой функции нужно числитель и знаменатель разделить на 
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4.4. Разделим числитель и знаменатель на наивысшую степень аргумента в знаменателе, т.е. на 
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Так как знаменатель есть величина ограниченная, то 
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4.5. При 
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 данная функция представляет собой разность двух бесконечно больших величин 
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Тема 1.2. Элементы комбинаторики

Вопросы к теме
1. Понятие комбинаторики. Правила суммы и произведения.

2. Формулы комбинаторики: перестановки без повторений, размещения без повторений, сочетания.

Краткие теоретические сведения

На практике часто приходится выбирать из некоторого множества объектов подмножества элементов, обладающих определенными свойствами, располагать элементы множества в каком-то определенном порядке, подсчитывать число всех возможных способов расположения некоторых предметов.

 Так учителю приходится распределять некоторые различные виды работ между учащимися (или оценки); лингвисту – выбирать порядок слов в предложении; шахматисту – из нескольких серий ходов выбирать наилучшую. 

В практической деятельности юристу часто приходится иметь дело с самыми разнообразными ситуациями. Умение анализировать сложившуюся обстановку, адекватно ее оценивать и делать правильные выводы является важным качеством каждого профессионала. 

Задачи такого типа называются комбинаторными, поскольку в них речь идет о некоторых комбинациях работ, слов, ходов.

Область математики, в которой изучаются комбинаторные задачи называется комбинаторикой.

Другими словами, комбинаторика изучает количество комбинаций, подчиненных определенным условиям, которые можно составить из элементов, безразлично какой природы, заданного конечного множества (конечные множества содержат конечное число элементов).

Комбинаторные задачи связаны: а) с выбором из некоторого множества элементов те, которые обладают заданными свойствами; б) с расположением этих элементов в определенном порядке; в) с расчетом числа возможных комбинаций.

Решение большинства комбинаторных задач основано на двух простых правилах: суммы и произведения.

Правило суммы. Пусть из множества А элемент 
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 способами.

Пример 1. Пусть в корзине имеется 7 апельсинов, 5 бананов и 10 яблок. Тогда выбор одного из фруктов можно сделать 
[image: image146.wmf]22

10

5

7

=

+

+

 способами.

Правило произведения. Пусть А – некоторое множество, из которого выбор элемента 
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 можно осуществить 
[image: image148.wmf]k

n

 способами, 
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 способом и т.д., 
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 одним способом. Тогда одновременный выбор элементов 
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 в указанном порядке можно осуществить 
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 способом.

Пример 2. Пусть в велосипеде имеются 3 ведущие звездочки и 4 ведомые. Сколько передач имеется в велосипеде? ( Так как каждая передача определяется выбором одной ведущей и одной ведомой, то число всех передач совпадает с числом выборов одного элемента из 3 и другого элемента из 4. Поэтому 
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Пример 3. Имеется 5 стульев и 2 студента. Сколькими способами можно посадить этих студентов на стулья? ( Первого студента можно посадить на стул пятью способами, а второго – четырьмя, т.к. один стул уже занят. Всего будет 
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Рассмотрим наиболее употребительные формулы комбинаторики, которые используются при решении задач по теории вероятностей.

Перестановки без повторений
Перестановками без повторений называют комбинации, состоящие из одних и тех же 
[image: image156.wmf]n

 различных элементов и отличающиеся только порядком их расположения.

Произведение 
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 натуральных чисел называют «
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Другими словами, 
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Например, 
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 и т.д. Для удобства принято, что 
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Таким образом, обозначим 
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 число всех возможных перестановок, тогда 
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Пример 4. Из четырех букв: a, b, c, d можно сделать 24 перестановки, так как 
[image: image169.wmf].
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 Вот они: 

abcd
adbc
bcda
cabd
dbac
cdab
abdc
adcb
bcad
cadb
dbca
cdba
acbd
bacd
bdac
cbad
dcab
dabc

acdb
badc
bdca
cbda
dcba
dacb

Пример 5. В отделении сержанта Сбруева проходят службу 5 новобранцев: Белкин, Пенкин, Свечкин, Овечкин, Мышкин. В свободное от нарядов время сержант обучает их, как рассчитываться по порядку. Сколько раз может Сбруев повторить это упражнение, используя только разные способы построения солдат?

( Договоримся указывать порядок расположения солдат первыми буквами их фамилий. Например, БПСОМ, затем ПБСОМ и т.д. Все комбинации отличаются одна от другой порядком букв, значит 
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Размещения без повторений
Размещениями без повторений называют комбинации, составленные из 
[image: image171.wmf]n

 различных элементов по 
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 элементов, которые отличаются либо составом элементов, либо их порядком. Обозначают 
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 и читают «размещения из 
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Число всех возможных размещений: 
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Отличие этих комбинаций состоит в том, что составление упорядоченного множества заканчивается, когда мы выберем 
[image: image178.wmf]m

 элементов. Поэтому, чтобы найти число таких упорядоченных подмножеств, нужно перемножить 
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 чисел от 
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 до 
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Пример 6. Выбрать 3 краски из имеющихся пяти можно: 
[image: image182.wmf]60
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 способами.
Необходимо отметить, что перестановки являются частным случаем размещений. 
Таким образом формулу размещений можно переписать иначе: 
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Пример 7. Сколько можно составить сигналов из 6 флажков различного цвета, взятых по 2? ( Число таких флажков равно числу размещений из 6 по 2: 
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Сочетания без повторений
Сочетаниями называют комбинации, составленные из 
[image: image185.wmf]n

 различных элементов по 
[image: image186.wmf]m

 элементов, которые отличаются хотя бы одним элементом. Обозначают: 
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 и читают «сочетание из 
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Число сочетаний равно:  
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Замечание. Сочетаниями являются неупорядоченными подмножествами данного множества, то есть в них не важен порядок расположения элементов, поэтому различные сочетания отличаются друг от друга составом элементов.

Свойства.
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Пример 8. Сколькими способами можно выбрать делегацию в 12 человек из группы в 20 человек? ( порядок следования в делегации не важен, поэтому способов выбора будет: 
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Пример 9. Сколькими способами можно выбрать 2 детали из ящика, содержащего 10 деталей? ( 
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Студент должен знать основные комбинаторные объекты (типы выборок), формулы и правила расчета количества выборок (для каждого из типа выборок); уметь: определять тип комбинаторного объекта (тип выборок), рассчитывать количество выборок заданного типа в заданных условиях.

Тема 1.3. Элементы теории вероятностей

Теория вероятностей есть в сущности

не что иное, как здравый смысл, сведенный

к исчислению,… она нас учит 

предохранять себя от иллюзий, которые нас

часто сбивают с пути,… нет науки, более

достойной наших размышлений, и… было бы

очень полезно ввести ее в систему 

народного образования. 

П. Лаплас
Вопросы по теме
1. Испытания. События. Классификация событий.

2. Классическое определение вероятностей.
Краткие теоретические сведения 
Трудно найти такую сферу человеческой деятельности, в которой не использовались бы вероятностно-статистические методы. Они применяются практически во всех областях науки, в экономике, военном деле, технике, медицине, юридической практике, криминалистике и т.д. Эти методы базируются на понятиях случайного события и вероятности. Решающий вклад в теорию вероятностей внесли такие замечательные математики как Пьер Ферма, Якоб Бернулли, Симон Лаплас, Пафнутий Чебышев и многие другие.

События взаимосвязаны – одни из них являются следствием (исходом) других и, в свою очередь, служат причиной третьих. Случаен набор выигравших билетов а лотерее, случаен результат встречи двух спортивных команд одного и того же класса и т.п.

Предметом теории вероятностей служит выявление закономерностей, присущих случайным событиям, в абстрактной форме. Главной задачей теории вероятностей является подсчет вероятности случайного события: каждому случайному событию ставится в соответствие число 
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, являющееся мерой его достоверности, мерой того, насколько часто оно происходит.

В этой науке первыми понятиями служат событие и вероятность.

Всякий раз, когда выполняются определенные условия, говорят, что происходит испытание. Всякий результат или исход испытания называется событием.

Пример 1. Стрелок стреляет по мишени. В данном примере опытом является: выстрел, а событием – попадание в определенную область мишени

Пример 2. В урне имеются цветные шары, из урны наудачу извлекается шар. В данном примере опыт – извлечение шара, а событие – появление шара определенного цвета.  

Все наблюдаемые события делят:
· Достоверные – события, которые обязательно произойдут при каждом испытании. Обозначается: 
[image: image200.wmf]W

(греческая строчная буква «омега»).

· Невозможные – события, которые заведомо не произойдут, при одном испытании. 

· Случайные – события, которые могут произойти, а могут и не произойти при осуществлении комплекса условий. Обозначают буквами А, В, С,… 

Пример 3. В урне имеются шары только синего и красного цветов. Наугад вынимают один шар. Событие, состоящее в том, что вынут либо синий, либо красный шар – достоверное. Событие, состоящее в том, что вынут шар белого цвета – невозможное. Событие «вынут шар красного цвета» (или событие «вынут шар синего цвета») является случайным.

Виды случайных событий:

· События называют несовместными, если появление одного из них исключает появление других событий в одном и том же испытании.

· События называются равновозможными, если появление одного из них в результате испытания не является более возможным, чем появление другого.

Пример 4. Игральную кость бросают один раз. События, состоящие из выпадений чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6 являются равновозможными.

Пример 5. При однократном бросании монеты выпадает либо орел (событие А), либо решка (событие В). События А и В – несовместные.

Пример 6. Из ящика с деталями наудачу извлечена деталь. Появление стандартной детали исключает появление нестандартной детали. События «появилась стандартная деталь» и «появилась нестандартная деталь» - несовместные.

Каждое испытание можно описать с помощью событий, которые являются несовместными и равновозможными. Эти события называются исходами испытания или элементарными событиями. Совокупность всех исходов испытания называют также пространством элементарных событий или множеством элементарных событий, или полной группой событий (ПГС).
Пример 7. Приобретены два билета денежно-вещевой лотереи. Обязательно произойдет одно и только одно из следующих событий: «выигрыш выпал на первый билет и не выпал на второй», «выигрыш не выпал на первый билет и выпал на второй», «выигрыш выпал на оба билета», «на оба билета выигрыш не выпал». Эти события образуют ПГС.

Пример 8. Стрелок произвел выстрел по цели. Обязательно произойдет одно из следующих двух событий: попадание, промах. Эти два несовместных события образуют ПГС. 

Классическое определение вероятности

Как возникла теория вероятностей?
Корни теории вероятностей уходят далеко в глубь веков. Известно, что в древнейших государствах Китае, Индии, Египте, Греции уже использовались некоторые элементы вероятностных рассуждений для переписи населения, и даже определения численности войска неприятеля.

Но все-таки начало теории вероятностей как науки приписывают середине XVII века. Из исторических романов мы помним: это время королей и мушкетеров, прекрасных дам и благородных кавалеров. Как это ни парадоксально, с именем одного из них, причем реального исторического лица, связано начало теории вероятностей.

Следует сразу оговориться, что основоположником теории вероятностей считают великого ученого, математика, физика и философа Блеза Паскаля (1623-1662). Но полагают, что впервые он занялся теорией вероятностей под влиянием вопросов, поставленных перед ним одним из придворных французского двора шевалье де Мере (1607-1648). Блестящий кавалер, умный и развитый человек, де Мере увлекался философией, искусством и ... был азартным игроком! Но игра, оказывается, тоже была для него поводом для довольно глубоких размышлений. Де Мере предложит Б.Паскалю два знаменитых вопроса, первый из которых он попытался решить сам.

Вопросы были такие:

1. Сколько раз надо бросать две игральные кости, чтобы случаев выпадения сразу двух шестерок было больше половины от общего числа бросаний?

2. Как справедливо разделить поставленные на кон двумя игроками деньги, если они по каким-то причинам прекратили игру преждевременно?

Эти задачи обсуждались в переписке двух великих ученых Б.Паскаля и П.Ферма (1601-1665) и послужили поводом для первоначального введения такого важного понятия, как математическое ожидание, и попыток формулирования основных теорем сложения и произведения вероятностей. 

Настоящую научную основу теории вероятностей заложил великий математик Якоб Бернулли (1654-1705). Его труд "Ars conjectandi" стал первым основательным трактатом по теории вероятностей. Он содержал общую теорию перестановок и сочетаний. А открытый им знаменитый закон больших чисел дал возможность установить связь между вероятностью какого-либо случайного события и частотой его появления, наблюдаемой непосредственно из опыта. 

Дальнейшие успехи теории вероятностей связаны прежде всего с именами ученых А.Муавра (1667-1754), П.Лапласа (1749-1827), К.Гаусса (1777-1855), С.Пуассона (1781-1840) и других.

Современный вид теория вероятностей получила благодаря аксиоматизации, предложенной Андреем Николаевичем Колмогоровым. В результате теория вероятностей приобрела строгий математический вид и окончательно стала восприниматься как один из разделов математики.
В мире случайных явлений, хотя они и случайные, имеются закономерности. Вероятность представляет собой количественную характеристику возможности наступления некоторого случайного события. Исторически сложились различные подходы к определению вероятности. Классическое определение вероятности сформировалось в XVII в. в результате анализа азартных игр и основано на понятии равновозможности событий.

Рассмотрим испытание, в результате которого может появиться событие А. Каждый исход, при котором осуществляется событие А, называется благоприятным событию А.

Пример 9. событие А – «выпадение четного числа очков при одном бросании игральной кости». Из шести равновозможных исходов (от одного до шести очков) три исхода (2, 4, 6) являются благоприятными событию А.

Вероятностью события А называют отношение числа благоприятствующих этому событию исходов к общему числу всех элементарных событий в ПГС. 
Итак, вероятность события А определяется формулой
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где 
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число элементарных исходов, благоприятствующих А;
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 число всех возможных элементарных исходов в ПГС.

Пример 10. Вероятность появления четного числа очков при одном бросании игральной кости равна 
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, так как число всех исходов 6, а число исходов, благоприятных событию – 3.

Из определения вероятности вытекают следующие свойства:

10. Вероятность достоверного события равна единице.

Действительно, если событие достоверно, то каждый элементарный исход испытания благоприятствует событию (
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20. Вероятность невозможного события равна нулю.

Действительно, если событие невозможно, то ни один из элементарных исходов испытания не благоприятствует событию (
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30.Вероятность случайного события есть положительное число, заключенное между нулем и единицей.

Действительно, случайному событию благоприятствует лишь часть из общего числа элементарных исходов испытания. В этом случае 
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, следовательно, 
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 Итак, вероятность любого события удовлетворяет двойному неравенству  
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При решении задач на вычисление вероятностей возникают трудности, связанные с определением числа тех или иных исходов испытания. В таких случаях используются комбинаторные формулы, которые мы обсуждали в предыдущей теме.
Методические рекомендации. Анализ и решение задач на вычисление вероятности рассматриваемого события по формуле (*) могут быть выполнены по следующей схеме:

1. Уясните, в чем состоит испытание, рассматриваемое в задаче.

2. Установите, являются ли исходы испытаний равновозможными и несовместными.

3. Выяснив, учитывается или нет порядок расположения элементов в производимой выборке, подсчитайте по соответствующей формуле комбинаторики число всех возможных исходов испытания, т.е. число n всех элементарных событий, образующих ПГС.

4. Сформулируйте событие, вероятность которого требуется найти.

5. Подсчитайте, число m элементарных событий благоприятствующих рассматриваемому событию непосредственно, или применив соответствующие формулы комбинаторики.

6. По формуле (*) вычислите искомую вероятность.

Примеры непосредственного вычисления вероятностей.
Пример 1. В урне 10 красных и 8 синих шаров. Наугад вынимают один. Какова вероятность того, что вынут шар красного цвета?

□ Испытание – извлечение шара. Это испытание имеет 18 равновозможных и несовместных событий, образующих ПГС. Каждый исход означает выбор одного шара. Пусть событие А – «выбор красного шара». Число исходов, благоприятных событию А, равно числу красных шаров в урне – 10. Итак, 
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Пример 2. Найти вероятность того, что при бросании трех игральных костей шестерка выпадет на одной (безразлично какой) кости, если на гранях двух других костей выпадут числа очков, не совпадающие между собой (и не равные 6).
□ 
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Пример 3. В партии из 18 деталей находятся 4 бракованных. Наугад выбирают 5 деталей. Найти вероятность того, что из этих 5 деталей две окажутся бракованными.

□ Число всех равновозможных несовместных исходов 
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равно числу сочетаний из 18 по 5, т.е. 
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Подсчитаем число исходов 
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, благоприятствующих событию А. Среди 5 взятых наугад деталей должно быть 3 качественных и 2 бракованных. Число способов выборки двух бракованных деталей из 4 имеющихся бракованных равно числу сочетаний из 4 по 2: 
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Число способов выборки трех качественных деталей из 14 имеющихся качественных равно 
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Любая группа качественных деталей может комбинироваться с любой группой бракованных деталей, поэтому общее число комбинаций 
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 составляет 
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Искомая вероятность события А равна отношению числа исходов 
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, благоприятствующих событию, к числу 
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 всех равновозможных и несовместных событий 
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Тема 1.4. Дифференциальное исчисление

Вопросы по теме
1. Понятие производной. Понятие дифференциала. Основные правила дифференцирования.

2. Дифференциальное исчисление нескольких переменных.  Дифференциал функции.
3.  Производной сложной функции.
4. Дифференциалы высших порядков.
Краткие теоретические сведения
Производной функции 
[image: image227.wmf](

)

x

f

 в точке 
[image: image228.wmf]0

x

 называется предел отношения приращения 
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 функции в этой точке к приращению 
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 аргумента, когда последнее стремится к нулю: 
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Функция 
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, имеющая производную в каждой точке некоторого промежутка, называется дифференцируемой в этом промежутке.

Для производной функции 
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 употребляются следующие обозначения: 
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. Нахождение производной называется дифференцированием.
Основные правила дифференцирования

Пусть 
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 - постоянная, 
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 - аргумент, 
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 - функции от 
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, имеющие производные, тогда:

1. производная алгебраической суммы функций 
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2. производная произведения двух (трех) функций 
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3. производная произведения константы (постоянной) на функцию


[image: image243.wmf](

)

u

C

u

C

¢

×

=

¢

×

;

4. производная частного (дроби)
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Если 
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 есть функция от 
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, в свою очередь, есть функция от 
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 через промежуточный аргумент 
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 называется сложной функцией от 
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 (функцией от функции): 
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Производная от сложной функции равна произведению ее производной по промежуточному аргументу на производную этого аргумента по независимой переменной:
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При вычислении производных необходимо помнить, что:
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и знать правила действий со степенями и корнями: m,n – любые числа

[image: image262.wmf](

)

m

n

m

n

m

n

m

n

m

n

m

n

a

a

a

a

a

a

a

a

×

-

+

=

=

=

×





[image: image263.wmf](

)

(

)

0

,

0

,

0

1

1

1

1

ñ

ñ

=

=

ñ

ñ

×

=

×

=

×

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n


Таблица производных элементарных функций:
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Примеры вычисления производной функции:
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используем правило нахождения производной произведения
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используем правило нахождения производной частного
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1 способ: используем частный случай нахождения производной частного
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2 способ: введем, отрицательный показатель 
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используем формулу (2), получаем:
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заменим кубический корень дробным показателем 
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для упрощения нахождения производной предварительно прологарифмируем дробь: 
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прологарифмируем дробь:
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 используем табличную формулу (3)
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Дифференциальное исчисление нескольких переменных.
Дифференциал функции

Дифференциалом функции 
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Дифференциал аргумента равен приращению аргумента 
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Дифференциал сложной функции равен произведению производной этой функции по промежуточному аргументу на дифференциал этого промежуточного аргумента.
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Таблица дифференциалов:
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 - дифференцируемые функции, 
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 - любое число.
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 (логарифмическая функция).

Примеры вычисления дифференциала функции:
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Дифференциалы высших порядков

Пусть
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 - независимая переменная. Первый дифференциал 
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. Можно найти дифференциал от этой функции.

Дифференциал от дифференциала функции 
[image: image359.wmf](
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Примеры вычисления дифференциалов функции:

1. Найти дифференциал II порядка 
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2. Найти дифференциал III порядка 
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Дифференциалы функций нескольких переменных

Пусть 
[image: image368.wmf](
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Для нахождения частной производной по переменной 
[image: image372.wmf]x

 достаточно заморозить на время «дифференцирования» 
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 и находить производную функции 
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 по переменной 
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, на 
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 надо смотреть как на постоянную, и наоборот, при дифференцировании по 
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 надо считать постоянной 
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.

Примеры вычисления дифференциалов функции:
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Тема 1.5.    Интегральное исчисление.                       Неопределенный интеграл
Вопросы по теме

1. Неопределенный интеграл. Основные формулы интегрирования. 
2. Непосредственное интегрирование. Интегрирование путём замены переменной. Интегрирование по частям.

3.  Определенный интеграл.
Краткие теоретические сведения 
Функция 
[image: image395.wmf](
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Отыскание первообразной функции по заданной ее производной 
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Совокупность первообразных для функции 
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Здесь 
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 - произвольная постоянная.

Основные свойства неопределенного интеграла:

1. Неопределенный интеграл от дифференциала функции равен этой функции плюс произвольная постоянная:


[image: image410.wmf](

)

(

)

C

x

F

x

dF

+

=

ò

.

2. Дифференциал неопределенного интеграла равен подынтегральному выражению, а производная неопределенного интеграла равна подынтегральной функции: 
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3. Неопределенный интеграл алгебраической суммы функций равен алгебраической сумме неопределенных интегралов этих функций: 
[image: image412.wmf](

)

(

)

[

]

(

)

(

)

ò

ò

ò

+

=

+

dx

x

dx

x

f

dx

x

x

f

j

j

.

4. Постоянный множитель подынтегрального выражения можно выносить за знак неопределенного интеграла:  
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5. Если 
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Основные формулы интегрирования (таблица простейших интегралов):
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Каждую из формул легко проверить. В результате дифференцирования правой части получается подынтегральное выражение.
Непосредственное интегрирование
Непосредственное интегрирование основано на прямом использовании таблицы интегралов. Здесь могут представиться следующие случаи:

1. данный интеграл находится непосредственно по соответствующему табличному интегралу;

2. данный интеграл после применения свойств 3 и 4 приводится к одному или нескольким табличным интегралам;

3. данный интеграл после элементарных тождественных преобразований над подынтегральной функцией и применения свойств 3 и 4 приводится к одному или нескольким табличным интегралам.

Примеры нахождения интегралов методом непосредственного интегрирования:
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на основании свойства 4 постоянный множитель 5 выносим за знак интеграла и используем формулу (1)
2.
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используем свойство 4 и формулу (1)
Проверка: 
[image: image444.wmf](
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. Получили подынтегральное выражение; следовательно, интеграл найден правильно.
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Постоянная интегрирования 
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 равна алгебраической сумме трех постоянных интегрирования, так как каждый интеграл имеет свою произвольную постоянную 
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   разложим квадрат разности и раскроем скобки
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используем свойство 4 и формулу (1) 
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   разделим каждый член числителя на знаменатель 
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, далее используя свойство 4 и формулу (1) получаем:
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6.
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используем формулу (1) 
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используем формулу (2)
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так как 
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Знак абсолютной величины не пишем, так как при любом значении 
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Интегрирование методом замены переменной (метод подстановки)
Сущность интегрирования методом замены переменной (способом подстановки) заключается в преобразовании интеграла 
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Интегрирование по частям

Интегрируя обе части равенства 
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С помощью этой формулы вычисление интеграла 
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Примеры нахождения интегралов методом интегрирования по частям:
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в числителе подынтегральной функции последнего интеграла прибавим и вычтем 
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последний интеграл находим 
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перенеся
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Определенный интеграл

Пусть функция 
[image: image614.wmf](
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 длину каждого отрезка. Интегральной суммой для функции 
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Определенным интегралом от функции 
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Для любой функции 
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Для вычисления определенного интеграла от функции 
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 в том случае, когда можно найти соответствующий неопределенный интеграл 
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, т.е. определенный интеграл равен разности значений первообразной при верхнем и нижнем пределах интегрирования.

Непосредственное вычисление определенного интеграла

Примеры вычисления интегралов, используя формулу Ньютона-Лейбница:
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 EMBED Equation.3  [image: image636.wmf](
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Вычисление определенного интеграла методом замены переменной

При вычислении определенного интеграла методом замены переменной (способ подстановки) определенный интеграл 
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. При этом старые пределы интегрирования 
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 заменяются соответственно новыми пределами интегрирования 
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, которые находятся из исходной подстановки.

Из первой подстановки новые пределы интегрирования вычисляются непосредственно: 
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Из второй подстановки новые пределы интегрирования находятся путем решения уравнений 
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Таким образом, имеем 
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Примеры вычисления интегралов:
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Введем новую переменную интегрирования с помощью подстановки 
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Положим 
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Положим 
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Преобразуем подкоренное выражение: 
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Интегрирование по частям в определенном интеграле

Если функции 
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, то формула интегрирования по частям для определенного интеграла имеет вид 
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Пример вычисления интеграла:

1.
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Положим 
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Тема 1.6. Обыкновенные дифференциальные уравнения

Вопросы по теме

1. Понятие дифференциальных уравнений. 
2. Дифференциальные уравнения первого порядка. Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными.
3. Дифференциальные уравнения второго порядка.
4. Линейные однородные дифференциальные уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами.
Краткие теоретические сведения
Дифференциальным уравнением называется уравнение, связывающее между собой независимую переменную 
[image: image691.wmf]x

, искомую функцию 
[image: image692.wmf]y

 и ее производные или дифференциалы.

Например,
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Символически дифференциальное уравнение записывается так: 
[image: image694.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image695.wmf](
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 EMBED Equation.3  [image: image697.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image698.wmf](
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 EMBED Equation.3  [image: image700.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image701.wmf](
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, где 
[image: image702.wmf]x

 - независимая переменная, 
[image: image703.wmf]y

 - неизвестная функция, 
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 - производные этой функции.

Дифференциальное уравнение называется обыкновенным, если искомая функция зависит от одного независимого переменного.
Таковы, например, дифференциальные уравнения 
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Если неизвестная функция, входящая в дифференциальное уравнение, является функцией двух или большего числа независимых переменных, то дифференциальное уравнение называется уравнением в частных производных.

Например, дифференциальное уравнение 
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Порядком дифференциального уравнения называется порядок старшей производной (или дифференциала), входящей в данное уравнение.

Так, например, уравнения 
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 являются уравнениями второго порядка; а уравнения 
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 - первого порядка.

Решением (или интегралом) дифференциального уравнения называется такая функция, которая обращает это уравнение в тождество.

Общим решением (или общим интегралом) дифференциального уравнения называется такое решение, в которое входит столько независимых произвольных постоянных, каков порядок уравнения. Так, общее решение дифференциального уравнения первого порядка содержит одну произвольную постоянную.

Частным решением дифференциального уравнения называется решение, полученное из общего при различных числовых значениях произвольных постоянных. Значения произвольных постоянных находятся при определенных начальных значениях аргумента и функции.

Дифференциальным уравнением первого порядка  называется уравнение, в которое входят производные (или дифференциалы) не выше первого порядка.

Примеры:
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 - дифференциальные уравнения первого порядка с разделенными переменными;

Дифференциальным уравнением с разделяющимися переменными называется уравнение вида               
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Для решения этого уравнения нужно сначала разделить переменные: 
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Примеры решения дифференциальных уравнений с разделяющимися переменными:
1.  Найти общее решение уравнения 
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( Разделив переменные, имеем 
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 может принимать любые числовые значения, то для удобства дальнейших преобразований вместо 
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 мы написали 
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. Это и есть общее решение данного уравнения. (
2. Найти частное решение уравнения 
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[image: image730.wmf]C

y

x

C

y

dy

dx

tgx

ln

ln

cos

ln

;

ln

=

+

-

=

+

ò

ò

, или 
[image: image731.wmf]x

C

y

x

C

y

cos

,

cos

ln

ln

ln

=

+

=

. Это общее решение данного уравнения. Для нахождения значения произвольной постоянной 
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Уравнение, содержащее производные (или дифференциалы) не выше второго порядка, называется дифференциальным уравнением второго порядка.
В общем виде уравнение второго порядка записывается следующим образом:                                       
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Общее решение дифференциального уравнения второго порядка содержит две произвольные постоянные.

Примеры решения  неполных дифференциальных уравнений второго порядка.

1.
Найти общее решение уравнения 
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(Это не полное дифференциальное уравнение второго порядка вида 
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Следовательно, 
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2. Найти частное решение уравнения 
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(Это неполное дифференциальное уравнение второго порядка вида 
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. Таким образом, искомое частное решение имеет вид 
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3. Найти частное решение уравнения 
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( Это неполное дифференциальное уравнение второго порядка вида 
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. Найдем частное решение, подставив в уравнения 
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Откуда 
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. Таким образом, искомое частное решение имеет вид 
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Линейным однородным  дифференциальным  уравнением  второго  порядка с постоянными коэффициентами называется уравнение вида 
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где 
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постоянные величины.

Для отыскания общего решения уравнения составляется характеристическое уравнение 
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, причем сама функция у заменяется единицей.

Тогда общее решение дифференциального уравнения (*) строится в зависимости от корней r1 и r2 характеристического уравнения. Здесь возможны три случая.
I случай. Корни r1 и r2  - действительные и различные. В этом случае общее решение уравнения (*) имеет вид 
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II случай. Корни r1 и r2  - действительные и равные. В этом случае общее решение уравнения (*) имеет вид
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III случай. Корни r1 и r2  - комплексно-сопряженные: 
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Примеры решения линейных однородных дифференциальных уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами.

1. Решить уравнение 
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. Так как корни характеристического уравнения действительные и различные, то общее решение данного дифференциального уравнения согласно формуле (**) запишется так: 
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2. Решить уравнение 
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. Характеристическое уравнение имеет равные действительные корни; поэтому согласно формуле (***) общее решение данного дифференциального уравнения записывается в виде 
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3. Решить уравнение 
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.Так как характеристическое уравнение имеет два комплексно-сопряженных корня, то общее решение дифференциального уравнения согласно формуле (****) записывается в виде 
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Тема 1.7.  Основы численных методов
Вопросы к теме

1. Абсолютная и относительная погрешности. 

2. Округление чисел. Погрешности простейших арифметических действий 

Краткие теоретические сведения
Приближенные значения величины

В процессе решения задач вычислитель сталкивается с различными числами, которые могут быть точными или приближенными. Точные числа дают истинное значение величины числа, приближенные – близкое к истинному, причем степень близости определяется погрешностью вычисления.

Например, в утверждениях: «на руке 5 пальцев», «в группе 32 студента», «куб имеет 6 граней» числа 5, 32, 6 – точные. В утверждениях: «ширина дома 14, 25 мм», «вес коробки 50 г», «в лесу около 5000 деревьев» числа 14,25; 50, 5000 – приближенные. Измерение ширины дома производится измерительными средствами, которые сами могут быть неточными; кроме того, измеритель при измерении допускает ошибку (погрешность). При взвешивании коробки также допускается ошибка, так как автоматические весы не чувствительны к увеличению или уменьшению веса на 0,5 г. Произвести точно подсчет количества деревьев в лесу невозможно, так как некоторые деревья могут быть подсчитаны дважды; другие совсем не включались в счет; некоторые деревья были отнесены к кустарникам и исключены из счета, и, наоборот, кустарники включены в счет количества деревьев.

Во многих случаях жизни невозможно найти точное значение величины числа и вычислителю приходится довольствоваться его приближенным значением. Кроме того, очень часто вычислитель сознательно заменяет точное значение приближенным в целях упрощения вычислений.

Таким образом, приближенным числом 
[image: image814.wmf]a

 называется число, незначительно отличающееся от точного числа 
[image: image815.wmf]x

 и заменяющее последнее в вычислениях.

Абсолютная погрешность

При решении той или иной задачи мы получаем числовой результат, который, как правило, не является точным, так как при постановке задачи и в ходе вычислений возникают погрешности.

Если 
[image: image816.wmf]x
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, то говорят, что число 
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 является приближенным значением числа 
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 по недостатку; если 
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 - приближенным значением по избытку. Разность между точным числом 
[image: image820.wmf]x

 и его приближенным значением 
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 составляет ошибку, или погрешность. Если 
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. Как правило, знак ошибки вычислителя не интересует, поэтому пользуются абсолютной погрешностью.

Модуль (абсолютная величина) разности между точным числом 
[image: image826.wmf]x

 и его приближенным значением 
[image: image827.wmf]a

 называется абсолютной погрешностью приближенного числа 
[image: image828.wmf]a
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Число 
[image: image830.wmf]a

 называется приближенным значением точного числа 
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 с точность до 
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 называется границей абсолютной погрешности (или предельной абсолютной погрешностью) приближенного числа 
[image: image835.wmf]a

. Существует бесконечное множество чисел 
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, удовлетворяющих приведенному определению; поэтому на практике стараются подобрать, возможно меньшее и простое по записи число 
[image: image837.wmf]a

D

.

По известной границе абсолютной погрешности 
[image: image838.wmf]a

D

 находят границы, в которых заключено точное значение числа 
[image: image839.wmf]x

: 
[image: image840.wmf](
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Пример 1.
Даны приближенные значения числа 
[image: image841.wmf]67
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. Какое из этих трех приближений является лучшим?

Находим: 
[image: image842.wmf]300
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Лучшим приближением числа 
[image: image843.wmf]x

 является 
[image: image844.wmf]67
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Пример 2.
Длина детали 
[image: image845.wmf]x

(см) заключена в границах 
[image: image846.wmf]34
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. Найти границу абсолютной погрешности измерения детали.

Примем за приближенное значение длины детали среднее арифметическое границ: 
[image: image847.wmf](
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(см). Тогда граница абсолютной погрешности приближенного значения длины детали не превзойдет 
[image: image848.wmf]5
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(см). Величину 
[image: image849.wmf]a
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 можно найти и как полуразность верхней и нижней границ, т.е. 
[image: image850.wmf](

)

5

,

0

2

34

33

=

+

=

a

D

. Длина детали 
[image: image851.wmf]x

, найденная с точностью до 
[image: image852.wmf]5
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 (см), заключена между приближенными значениями числа 
[image: image853.wmf]x

:


[image: image854.wmf]5
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На практике часто применяют выражение типа: «с точностью до 
[image: image855.wmf]01

,

0

»; «с точностью до 
[image: image856.wmf]1

 см» и т.д. Это означает, что граница абсолютной погрешности соответственно равна 
[image: image857.wmf]1

;
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,
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 см и т.д.

Цифра 
[image: image858.wmf]m

 приближенного числа 
[image: image859.wmf]a

 называется верной в широком смысле, если граница абсолютной погрешности числа 
[image: image860.wmf]a

 не превосходит единицы того разряда, в котором записывается цифра 
[image: image861.wmf]m

.
Цифра 
[image: image862.wmf]m

 приближенного числа 
[image: image863.wmf]a

 называется верной в строгом смысле, если граница абсолютной погрешности числа 
[image: image864.wmf]a

 не превосходит половины единицы того разряда, в котором записана цифра 
[image: image865.wmf]m

.
В числах, полученных в результате измерений или вычислений и используемых при расчетах в качестве исходных данных, а так же в десятичной записи приближенного значения числа, все цифры должны быть верными.

Наиболее употребительна такая запись приближенного числа (например, в математических таблицах), при которой цифры верны в строгом смысле.

Граница абсолютной погрешности 
[image: image866.wmf]a

D

 находится непосредственно по записи приближенного значения 
[image: image867.wmf]a

 числа 
[image: image868.wmf]x

.

Цифры в записи приближенного числа, о которых неизвестно, являются ли они верными, называются сомнительными.

Значащими цифрами приближенного числа называются все его верные цифры, кроме нулей, стоящих перед первой цифрой (слева направо), отличной от нуля.

При округлении числа 
[image: image869.wmf]a

 его заменяют числом 
[image: image870.wmf]1

a

 с меньшим количеством значащих цифр. Абсолютная величина разности 
[image: image871.wmf]1
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 называется погрешностью округления.

При округлении числа до 
[image: image872.wmf]m

 значащих цифр отбрасываются все цифры, стоящие правее 
[image: image873.wmf]m

-й значащей цифры, или при сохранении разрядов заменяют их нулями. При этом если первая слева из отброшенных цифр больше или равна 
[image: image874.wmf]5

, то последнюю оставшуюся цифру увеличивают на единицу.

При применении этого правила погрешность округления не превосходит половины единицы десятичного разряда, определяемого последней оставленной значащей цифрой.

Округление приближенных значений чисел с сохранением в записи только верных цифр производится до разряда, в котором записана первая справа верная цифра
Пример 1.
Найти границу абсолютной погрешности приближенного значения 
[image: image875.wmf]1968

,
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 числа
[image: image876.wmf]x

, все цифры которого верны в строгом смысле.

Граница абсолютной погрешности этого числа равна 
[image: image877.wmf]00005

,

0

, т.е. половине единицы последнего разряда, сохраняемого в записи.

Пример 2.
 Указать верные цифры (в широком смысле) следующих чисел:
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[image: image878.wmf]056
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. Граница погрешности 
[image: image879.wmf]056

,

0

=

a

D

 не превосходит единицы разряда десятых (неравенство 
[image: image880.wmf]1
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 верное). Следовательно, верными являются цифры 
[image: image881.wmf]3

 и 
[image: image882.wmf]7

.
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[image: image883.wmf]0008

,

0

627

,

3

±

. Так как 
[image: image884.wmf]001

,

0

0008

,

0

á

=

a

D

, то все цифры приближенного числа 
[image: image885.wmf]627
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 верны.

3)
[image: image886.wmf]06
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, верными являются цифры 
[image: image888.wmf]4

 и 
[image: image889.wmf]7

.

Пример 3.
За приближенное значение числа 
[image: image890.wmf]7

,
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 взято число 
[image: image891.wmf]27

. Являются ли цифры числа 
[image: image892.wmf]27

 верными?

Так как 
[image: image893.wmf]1
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, то цифры 
[image: image894.wmf]2

 и 
[image: image895.wmf]7

 – верные в строгом смысле.

Пример 4.
Приближенное значение числа 
[image: image896.wmf]03
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 округлить до первого справа верного разряда.

Первая справа верная цифра находится в разряде десятых, поэтому число 
[image: image897.wmf]587

,
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 округляем до десятых: 
[image: image898.wmf]6
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. Новое значение границы погрешности 
[image: image899.wmf]a
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 равно сумме границы погрешности 
[image: image900.wmf]03
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 и погрешности округления 
[image: image901.wmf]013
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, т.е. 
[image: image902.wmf]1

,

0

043

,

0

013

,

0

03

,

0

á

=

+

=

a

D

. Число 
[image: image903.wmf]6

,
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 является приближенным значением числа 
[image: image904.wmf]587

,
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 с точностью до 
[image: image905.wmf]1

,
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. Цифры 
[image: image906.wmf]9

 и 
[image: image907.wmf]6

 верные.

Для того чтобы определить качество произведенных измерений, необходимо определить, какую долю составляет абсолютная или предельная абсолютная погрешность от измеряемой величины. В связи с этим вводится понятие относительной погрешности.

Относительная погрешность

Относительной погрешностью 
[image: image908.wmf]d

 приближенного значения 
[image: image909.wmf]a

числа 
[image: image910.wmf]x

 называется отношение абсолютной погрешности этого приближения к числу 
[image: image911.wmf]a

, т.е. 
[image: image912.wmf]a
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.

Так как абсолютная погрешность 
[image: image913.wmf]a

 обычно бывает, неизвестна, то на практике оценивают модуль относительной погрешности некоторым числом 
[image: image914.wmf]e

, которое заведомо меньше этого модуля: 
[image: image915.wmf]e

d

£

. Число 
[image: image916.wmf]e

 называется границей относительной погрешности.

Границей относительной погрешности 
[image: image917.wmf]a

e

 приближенного значения 
[image: image918.wmf]a

 называется отношение границы абсолютной погрешности 
[image: image919.wmf]a

D

 к модулю числа 
[image: image920.wmf]a

: 
[image: image921.wmf]a
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Чем меньше относительная погрешность, тем выше качество измерений или вычислений. Относительная погрешность – величина безразмерная, что позволяет сравнивать качество измерений величин разной размерности.

Зависимость относительной погрешности от числа значащих цифр иллюстрируется таблицей:

	Число
	Наименьшее число
	Наибольшее число
	Граница абсолютной погрешности
	Относительная погрешность наибольшего числа
	Относительна погрешность наименьшего числа

	Однозначное
	1
	9
	0,5
	0,056=5,6%
	0,5=50%

	Двузначное
	10
	99
	0,5
	0,005=0,5%
	0,05=5%

	Трехзначное
	100
	999
	0,5
	0,0005=0,05%
	0,005=0,5%

	Четырехзначное
	1000
	9999
	0,5
	0,00005=0,005%
	0,0005=0,05%


В ряде задач границу абсолютной погрешности находят по данной относительной погрешности и модулю приближенного значения величины: 
[image: image922.wmf]a
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.

Пример 1.
В результате измерений получили, что длина карандаша равна 
[image: image923.wmf]16

см, а длина комнаты равна 
[image: image924.wmf]730

см. Что можно сказать о качестве этих двух измерений?
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 (при измерении длины карандаша);


[image: image926.wmf]%
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 (при измерении длины комнаты).

Следовательно, качество измерения длины комнаты значительно выше, чем качество измерений длины карандаша.

Пример 2.
Найти относительную погрешность числа 
[image: image927.wmf]8
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, если обе цифры его верны в строгом смысле.

По условию, 
[image: image928.wmf]05
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Пример 3.
Какие цифры числа 
[image: image930.wmf](
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 являются верными?
По формуле 
[image: image931.wmf]a
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 находим 
[image: image932.wmf];
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[image: image933.wmf]02

,

0

86

,

4

±

=

a

. Верными являются первые две цифры: 
[image: image934.wmf]4

 и 
[image: image935.wmf]8

.

Пример 4.
При вычислении некоторой величины 
[image: image936.wmf]X

 стало известно, что 
[image: image937.wmf]7
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. Сколько верных цифр нужно взять, чтобы приближенное значение 
[image: image938.wmf]a

 имело относительную погрешность не больше 
[image: image939.wmf]%
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Чтобы значение 
[image: image940.wmf]a

 было наибольшим, примем 
[image: image941.wmf]99
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[image: image942.wmf]a
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 получим 
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. Следовательно, нужно взять две верные цифры.
Погрешности арифметических действий

Граница абсолютной погрешности суммы приближенных значений чисел равна сумме границ абсолютных погрешностей этих чисел: 
[image: image944.wmf](

)

b

a

b

a

D

D

D

+

=

+

, где 
[image: image945.wmf]a

 и 
[image: image946.wmf]b

 - приближенные значения чисел; 
[image: image947.wmf]a

D

 и 
[image: image948.wmf]b

D

 - границы абсолютных погрешностей соответствующих приближений.

Граница относительной погрешности суммы вычисляется по формуле 
[image: image949.wmf](
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Пример.
Найти сумму 
[image: image950.wmf]S

 приближенных значений чисел 
[image: image951.wmf]05
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Имеем 
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Граница абсолютной погрешности заключена в пределах 
[image: image954.wmf]5
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. В приближенном значении суммы верными являются лишь две цифры (в разрядах десятков и единиц). Полученный результат округлим до единиц: 
[image: image955.wmf]15
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Граница абсолютной погрешности разности двух приближенных значений чисел равна сумме границ их абсолютных погрешностей: 
[image: image956.wmf](
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. Граница относительной погрешности разности вычисляется по формуле 
[image: image957.wmf]b
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Пример.
Вычислить разность двух приближенных значений чисел 
[image: image958.wmf]0005
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. Найти 
[image: image960.wmf](
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[image: image961.wmf]b
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. Вычисляем границу абсолютной погрешности разности 
[image: image962.wmf](
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. В приближенном значении разности цифра в разряде тысячных не может быть верной, так как 
[image: image963.wmf](
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 все цифры верные.

Находим относительную погрешность разности: 
[image: image965.wmf]%
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Формулы для оценки границ абсолютной погрешности произведения (частного) сложны, поэтому на практике сначала находят относительную погрешность произведения (частного), а затем границу абсолютной погрешности произведения (частного). Формулы для границ абсолютной и относительной погрешностей некоторых функций приведены в таблице:

	№ п/п
	Функции
	Граница

абсолютной погрешности
	Граница относительной погрешности

	1.
	
[image: image966.wmf]ab

y

=


	
[image: image967.wmf]b

a

a

b

y

D

D

D

×

+

×

=


	
[image: image968.wmf]b

b

a

a

y

D

D

+

=

e



	2.
	
[image: image969.wmf]abñ

y

=


	
[image: image970.wmf]c

ab

b

ac

a

bc

y

D

D

D

D

×

+

×

+

×

=


	
[image: image971.wmf]c

c

b

b

a

a

y

D

D

D

+

+

=

e



	3.
	
[image: image972.wmf]n

a

y

=


	
[image: image973.wmf]a

na

y

n

D

D

×

=

-

1


	
[image: image974.wmf]a

a

n

y

D

=

e



	4.
	
[image: image975.wmf]2

a

y

=


	
[image: image976.wmf]a

a

y

D

D

×

=

2


	
[image: image977.wmf]a

a

y

D

2

=

e



	5.
	
[image: image978.wmf]3

a

y

=


	
[image: image979.wmf]a

a

y

D

D

×

=


	
[image: image980.wmf]a

a

y

D

3

=

e



	6.
	
[image: image981.wmf]a

y

=


	
[image: image982.wmf]a

a

y

2

D

D

=


	
[image: image983.wmf]a

a

y

2

D

=

e



	7.
	
[image: image984.wmf]3

a

y

=


	
[image: image985.wmf]3

2

3

а

a

y

D

=

D


	
[image: image986.wmf]a

a

y

3

D

=

e



	8.
	
[image: image987.wmf]b

a

y

=


	
[image: image988.wmf]2

b

b

a

a

b

y

D

D

D

×

+

×

=


	
[image: image989.wmf]b

b

a

a

y

D

D

+

=

e




Пример 1.
Найти верные цифры произведения приближенных значений чисел 
[image: image990.wmf]3862
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 и 
[image: image991.wmf]8
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.

Имеем 
[image: image992.wmf]30896
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. Границы абсолютной погрешности сомножителей равны 
[image: image993.wmf]00005

,
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 и 
[image: image994.wmf]05
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. По формуле 1. находим относительную погрешность произведения: 
[image: image995.wmf]063
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. Находим границу абсолютной погрешности произведения: 
[image: image996.wmf](
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. Полученный результат означает, что в произведении одна верная цифра (в разряде десятых): 
[image: image997.wmf]3
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Пример 2.
Найти границу абсолютной погрешности частного приближенных значений чисел 
[image: image998.wmf]005

,

0

36

,

8

±

=

a

 и 
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Имеем 
[image: image1000.wmf]25
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. По формуле 8. находим относительную погрешность частного 
[image: image1001.wmf]%
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. Находим границу абсолютной погрешности частного: 
[image: image1002.wmf](
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. Полученный результат означает, что в частном все три цифры верные.

Пример 3.
Вычислить относительную погрешность, допущенную при вычислении площади квадрата, если приближенное значение стороны квадрата равно 
[image: image1003.wmf]5
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По формуле 4. получим 
[image: image1004.wmf]%
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Пример 4.
Вычислить относительную погрешность, допущенную при извлечении квадратного корня из числа 
[image: image1005.wmf]05

,

0

8

,

76

±

.

По формуле 6. получим 
[image: image1006.wmf](
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Пример 5.
Вычислить границу абсолютной погрешности при нахождении гипотенузы прямоугольного треугольника, катеты которого равны 
[image: image1007.wmf]8
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[image: image1008.wmf]6
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Имеем 
[image: image1009.wmf]21
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см. По формулам 6. и 8. находим границу абсолютной погрешности: 
[image: image1010.wmf](
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[image: image1011.wmf]1
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Таким образом, 
[image: image1012.wmf]1
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см Верными являются первые две значащие цифры 
[image: image1013.wmf]7

 и 
[image: image1014.wmf]2

.

Тема 1.8. ОСНОВЫ ДИСКРЕТНОЙ МАТЕМАТИКИ

Вопросы к теме

1. Основы теории множеств. 

2. Элементы математической логики.

Краткие теоретические сведения
Основы теории множеств

Понятие множества принадлежит к числу фундаментальных неопределяемых понятий математики. Можно сказать, что множество – это любая определенная совокупность объектов. Объекты, из которых составлено множество, называются его элементами. Элементы множества различны и отличимы друг от друга.

Пример: Множество S страниц в данной методичке. Множество 
[image: image1015.wmf]N

 натуральных чисел 
[image: image1016.wmf]K
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 Множество 
[image: image1017.wmf]R

 простых чисел 
[image: image1018.wmf]K
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 Множество 
[image: image1019.wmf]Z

 целых чисел: 
[image: image1020.wmf]K
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 Множество R вещественных чисел. Множество A различных символов на этой странице.

Если объект 
[image: image1021.wmf]x

 является элементом множества 
[image: image1022.wmf]M

, то говорят, что 
[image: image1023.wmf]M

т

принадлежи

x

 (Обозначение: 
[image: image1024.wmf]M

Î

x

). В противном случае говорят, что 
[image: image1025.wmf]M

т

принадлежи
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x

 (Обозначение: 
[image: image1026.wmf]M
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x

).

Множества, как объекты, могут быть элементами других множеств. Множество, элементами которого являются множества, обычно называется классом или семейством.

Множество, не содержащее элементов, называется пустым. 

Обозначение: 
[image: image1027.wmf]
[image: image1028.wmf]Æ


Чтобы задать множество, нужно указать, какие элементы ему принадлежат. 
Это можно сделать различными способами:

перечисление элементов: 
[image: image1029.wmf]{
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 (обозначения элементов обычно заключают в фигурные скобки и разделяются запятыми);
характеристическим предикатом: 
[image: image1030.wmf](
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 (это некоторое условие, выраженное в форме логического утверждения или процедуры, возвращающей логическое значение: если для данного элемента условие выполнено, то он принадлежит определенному множеству, в противном случае – не принадлежит);
порождающей процедурой: 
[image: image1031.wmf]{
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:

 (процедура, которая, будучи запущенной, порождает некоторые объекты, являющиеся элементами определяемого множества).

Примеры:

1. 
[image: image1032.wmf]{
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2. 
[image: image1033.wmf]{
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[image: image1034.wmf]}
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Перечислением можно задавать только конечные множества. Бесконечные множества задаются характеристическим предикатом или порождающей процедурой.

Множество целых чисел в диапазоне от m до n обозначается так: m…n. То есть 
[image: image1035.wmf]{
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Множество A содержится в множестве B (множество B включает множество A), если каждый элемент A есть элемент B: 
[image: image1036.wmf]B
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В этом случае 
[image: image1037.wmf]A

 называется подмножеством 
[image: image1038.wmf]B

, 
[image: image1039.wmf]B

 - надмножеством 
[image: image1040.wmf]A

. Если 
[image: image1041.wmf]B
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[image: image1042.wmf]B
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, то 
[image: image1043.wmf]A

 называется собственным подмножеством 
[image: image1044.wmf]B

.


Два множества равны, если они являются подмножествами друг друга: 
[image: image1045.wmf]B
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[image: image1046.wmf]A
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Мощностью множества 
[image: image1047.wmf]M

 обозначатся 
[image: image1048.wmf]M

. Для конечных множеств мощность – это число элементов. Если 
[image: image1049.wmf]B
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, то множества 
[image: image1050.wmf]A

 и 
[image: image1051.wmf]B

 называются равномощными.

Операции над множествами:

· объединение: 
[image: image1052.wmf]{
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· персечение: 
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· разность: 
[image: image1055.wmf]{
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[image: image1056.wmf]}
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· симметрическая  разность: 
[image: image1057.wmf](
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· дополнение: 
[image: image1058.wmf]{
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Операция дополнения подразумевает универсум 
[image: image1059.wmf]A
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Пример: Пусть 
[image: image1060.wmf]{
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Тогда 
[image: image1061.wmf]{
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Диаграммы Эйлера, иллюстрируют операции над множествами. Сами исходные множества изображаются фигурами (в данном случае овалами), а результат графически выделяется (в данном случае для выделения использована штриховка).

[image: image1062]
Свойства операций над множествами:

Пусть задан универсум 
[image: image1063.wmf]U

. Тогда 
[image: image1064.wmf]U
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выполняются следующие свойства.

1. идемпотентность: 
[image: image1065.wmf]A

A

A

A

A

A

=

=

I

U

,

;
2. коммутативность: 
[image: image1066.wmf]A
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3. ассоциативность: 
[image: image1067.wmf](
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4. дистрибутивность: 

[image: image1068.wmf](
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5. поглощение:
[image: image1069.wmf](
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6. свойство нуля: 
[image: image1070.wmf]Æ
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7. свойство единицы: 
[image: image1071.wmf]A
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8. инволютивность: 
[image: image1072.wmf]A
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9. законы Моргана: 
[image: image1073.wmf]B
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10. свойства дополнения: 
[image: image1074.wmf]Æ
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11. выражение для разности: 
[image: image1075.wmf]B
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В справедливости перечисленных свойств можно убедиться различными способами. Например, нарисовать диаграммы Эйлера для левой и правой частей равенства, и убедится, что они совпадают.
Элементы математической логики (алгебры логики)
Алгебра в широком смысле этого слова – наука об общих операциях, аналогичных сложению и умножению, которые могут выполняться над различными математическими объектами (алгебра функций, алгебра векторов и так далее). Объектами алгебры логики являются высказывания. 
Высказывание – это форма мышления, выраженная с помощью понятий, посредством которой что-либо утверждают или отрицают о предметах, их свойствах и отношениях между ними.

О предметах можно судить верно или неверно, то есть высказывание может быть истинным (обозначается 1)  или  ложным (обозначается 0). 

Высказывание называется простым, если никакая его часть сама не является высказыванием. Высказывание, состоящее из простых высказываний, называется составным (сложным).

Например, А = {Аристотель – основоположник логики}


В = {Лондон – столица Парижа}
Таким образом, А = 1, В = 0. 
Составные высказывания на естественном языке образуются с помощью союзов, которые в алгебре логики заменяются на логические операции. Логические операции задаются таблицами истинности и могут быть графически проиллюстрированы с помощью диаграмм Эйлера-Венна.

Логические операции
1. Конъюнкция (логическое  умножение)

· в естественном языке  соответствует союзу И;

· обозначается & или 
[image: image1076.wmf]Ù


[image: image1321.jpg]YTBEPXKJIEHO

_/ Kosnosa H.B./
D.1.0.




Конъюнкция – это логическая операция, ставящая в соответствие каждым двум простым высказываниям составное высказывание, являющееся истинным тогда и только тогда, когда оба исходных высказывания истинны.

Диаграмма Эйлера-Венна  

соответствует  пересечению  множеств.

Таблица истинности 

	А
	В
	А&В

	0
	0
	0

	0
	1
	0

	1
	0
	0

	1
	1
	1


2. Дизъюнкция (логическое  сложение)

· в естественном языке  соответствует союзу ИЛИ;

· обозначается 
[image: image1077.wmf]Ú


Дизъюнкция – это логическая операция, ставящая в соответствие каждым двум простым высказываниям составное высказывание, являющееся ложным тогда и только тогда, когда оба исходных высказывания ложны.

Диаграмма Эйлера-Венна  

соответствует  объединению  множеств.

Таблица истинности 

	А
	В
	А
[image: image1078.wmf]Ú

В

	0
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	0
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	1
	1

	1
	0
	1

	1
	1
	1


3. Инверсия  (отрицание)

· в естественном языке  соответствует словам НЕВЕРНО, ЧТО… и частице НЕ;

· обозначается 
[image: image1079.wmf]А


Инверсия – это логическая операция, ставящая в соответствие каждым двум простым высказываниям составное высказывание, являющееся ложным тогда и только тогда, когда оба исходных высказывания ложны.

Таблица истинности 

	А
	
[image: image1080.wmf]А



	0
	1

	1
	0


Диаграмма Эйлера-Венна


4. Импликация (логическое следование)
· в естественном языке соответствует обороту  ЕСЛИ …, ТО…

· обозначение 
[image: image1081.wmf]Þ


Импликация – это логическая операция, ставящая в соответствие каждым двум простым высказываниям составное высказывание, являющееся ложным тогда и только тогда, когда условие (первое высказывание) истинно, а следствие (второе высказывание) ложно.

Таблица истинности

	А
	В
	А
[image: image1082.wmf]Þ
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5. Эквиваленция (равнозначность)

· в естественном языке соответствует обороту  ТОГДА И ТОЛЬКО ТОГДА, КОГДА…

· обозначение 
[image: image1083.wmf]Û


Эквиваленция – это логическая операция, ставящая в соответствие каждым двум простым высказываниям составное высказывание, являющееся истинным тогда и только тогда, когда оба исходных высказывания одновременно истинны или одновременно ложны.

Таблица истинности

	А
	В
	А
[image: image1084.wmf]Û
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Тема 1.9. Последовательности и ряды

Вопросы к теме

1. Числовые ряды Знакопеременные ряды.

2. Степенные ряды.

3. Признаки сходимости ряда 

Краткие теоретические сведения

Числовым рядом называется сумма вида 
[image: image1085.wmf]K
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, называемые членами ряда, образуют бесконечную последовательность; член 
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 называется общим членом ряда.

Суммы
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Составленные из первых членов ряда, называются частными суммами этого ряда.

Каждому ряду можно сопоставить последовательность частичных сумм 
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. Если при бесконечном возрастании номера 
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 частичная сумма ряда 
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 стремится к пределу 
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Если частичная сумма 
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 ряда при неограниченном возрастании 
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 не имеет конечного предела (в частности, стремится к 
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Если ряд сходится, то значение 
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 при достаточно большом 
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 является приближенным выражением суммы ряда 
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Разность 
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 называется остатком ряда. Если ряд сходится, то его остаток стремится к нулю, т.е. 
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, и наоборот, если остаток стремится к нулю, то ряд сходится.

Пример: записать ряд по его заданному общему члену 
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Полагая 
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. Сложив ее члены, получим ряд 
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Пример: записать ряд по его заданному общему члену 
[image: image1114.wmf]1

2

2

-

+

=

n

n

u

n

.

Полагая 
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, имеет бесконечную последовательность чисел: 
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. Сложив ее члены, получим ряд 
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Пример: записать ряд по его заданному общему члену 
[image: image1118.wmf]!
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Полагая 
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[image: image1120.wmf]K

,

3

2

1

!

3

,

2

1

!

2

,

1

!

1

×

×

=

×

=

=

, получим ряд 
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Пример: найти 
[image: image1122.wmf]n

- й член ряда по его данным первым членам 
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Знаменатели членов ряда, начиная с третьего, являются нечетными числами; следовательно, 
[image: image1124.wmf]n

- й член ряда имеет вид 
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Пример: найти 
[image: image1126.wmf]n

- й член ряда по его данным первым членам 
[image: image1127.wmf]K

+

×

×

-

×

+

-

3

2

1

3

2

1

2

1

.

Числители членов ряда представляют собой квадратные корни из натуральных чисел, а их соответствующие знаменатели равны 
[image: image1128.wmf]!

n

. Знаки чередуются по закону 
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Пример: найти 
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- й член ряда по его данным первым членам 
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Числители членов ряда образуют натуральный ряд чисел, а соответствующие им знаменатели – натуральный ряд чисел, начиная с 
[image: image1133.wmf]3
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Пример: найти сумму членов ряда 
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Находим частичные суммы членов ряда:


[image: image1139.wmf]K

,

9

4

63

1

7

3

;

7

3

35

1

5

2

;

5

2

15

1

3

1

;

3

1

4

3

2

1

4

3

2

1

3

2

1

2

1

1

=

+

=

+

+

+

=

=

+

=

+

+

=

=

+

=

+

=

=

=

u

u

u

u

S

u

u

u

S

u

u

S

u

S


Запишем последовательность частичных сумм: 
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. Общий член этой последовательности есть 
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. Последовательность частичных сумм имеет предел, равный 
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. Итак, ряд сходится и его сумма равна 
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Необходимый признак сходимости ряда

Ряд 
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 может сходится только при условии, что его общий член 
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 при неограниченном увеличении номера 
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 стремится к нулю: 
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 расходится – это достаточный признак расходимости ряда.

Пример: Исследовать сходимость ряда, применяя необходимый признак сходимости 
[image: image1151.wmf](
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Находим 
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. Необходимый признак сходимости ряда выполняется.

Пример: Исследовать сходимость ряда, применяя необходимый признак сходимости 
[image: image1153.wmf]K
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Имеем 
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. Здесь выполняется достаточный признак расходимости ряда; следовательно, ряд расходится.
Пример: Исследовать сходимость ряда, применяя необходимый признак сходимости 
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Находим 
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1

lim

lim

=

=

¥

®

¥

®

n

n

u

n

n

n

. Необходимый признак сходимости ряда выполняется.
Достаточный признак сходимости ряда с положительными членами

Признак Даламбера: Если для ряда с положительными членами 
[image: image1157.wmf](
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 выполняется условие 
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Признак Даламбера не дает ответа, если 
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Пример: Исследовать сходимость ряда, используя признак Даламбера  
[image: image1162.wmf]...;

5

2

...

125

6

25

4

5

2

5

2

1

+

+

+

+

+

=

å

¥

=

n

n

n

n

n


Подставив в общий член ряда 
[image: image1163.wmf]n
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[image: image1167.wmf]1
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Числовые последовательности

Под  числовой последовательностью 
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 понимается функция 
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 натуральных чисел. Кратко последовательность обозначается в виде 
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 называется первым членом (элементом) последовательности, 
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Чаще всего последовательность задается формулой его общего члена. Формула 
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[image: image1178.wmf]n

.

Так, равенства 
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Задают соответственно последовательности
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[image: image1181.wmf](
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[image: image1182.wmf];
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Последовательность 
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}

n

x
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[image: image1185.wmf]0

ñ

M

, что для любого 
[image: image1186.wmf]N

Î

n

 выполняется неравенство 
[image: image1187.wmf]M

x

£

. В противном случае последовательность называется неограниченной. Легко видеть, что последовательности 
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Последовательность 
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[image: image1193.wmf]n

 выполняется неравенство 
[image: image1194.wmf](

)

n

n

n

n

a

a

a

a

³

ñ

+

+

1

1

. Аналогично определяется убывающая (невозрастающая) последовательность.

Все эти последовательности называются монотонными последовательностями. Последовательности 
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Если все элементы последовательности 
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 равны одному и тому же числу 
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, то ее называют постоянной.
Другой способ задания числовых последовательностей – рекуррентный способ. В нем задается начальный элемент 
[image: image1201.wmf]1
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 (первый член последовательности) и правило определения 
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 и т.д. При таком способе задания последовательности для определения 
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-го члена надо сначала посчитать все 
[image: image1208.wmf]99

 предыдущих.

Степенные ряды

Степенным рядом называется ряд вида 
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 называются коэффициентами ряда, а член 
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n

x

a

 - общим членом ряда.

Областью сходимости степенного ряда называется множество всех значений 
[image: image1212.wmf]x

, при которых данный ряд сходится.

Число 
[image: image1213.wmf]R

 называется радиусом сходимости степенного ряда, если при 
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 ряд сходится и при том абсолютно, а при 
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 ряд расходится.

Если существует предел 
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, то радиус сходимости ряда 
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 равен этому пределу и степенной ряд сходится при 
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, который называется промежутком (интервалом) сходимости.

Если предел равен нулю 
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На концах промежутка ряд может сходиться (абсолютно или условно), но может и расходится. Сходимость степенного ряда при 
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 исследуется с помощью какого-либо из признаков сходимости.

Пример: дан ряд 
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. Исследовать его сходимость в точках 
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При 
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 данный ряд превращается в числовой ряд 
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. Исследуем сходимость этого ряда по признаку Даламбера. Имеем 
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, т.е. ряд сходится.

При 
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Внеаудиторная контрольная работа 
Внеаудиторная контрольная работа является обязательной формой контроля для студентов заочной формы обучения на протяжении всего учебного процесса. Это наиболее традиционная форма контроля за усвоением студентами учебного материала, принятая в профессиональных учебных заведениях. 
Выполнение контрольной работы является итогом усвоения определённой части дисциплины, отчётом студента о проделанной работе. 

Внеаудиторная контрольная работа имеет прикладной характер, поэтому её содержание предполагает решение задач и выполнение заданий по определенной тематике. Нельзя включать в работу материалы, не имеющие прямого отношения к теме.
Оценивается контрольная работа -  недифференцированной оценкой. 
Методические указания по выполнению контрольного задания

Каждая контрольная работа может быть сделана в отдельной тетради, на обложке которой должен быть титульный лист и лист на рецензию установленного образца или на листах белой бумаги формата А4, подшитых в папку.

Распечатайте и вставьте в свою работу контрольное задание по Вашему варианту. Без этого листа контрольная работа к рецензированию не допускается.
Решение задач необходимо приводить в той же последовательности, что и в условиях задач. При этом условие задачи должно быть полностью переписано перед решением.

В прорецензированной работе студент должен исправить отмеченные рецензентом ошибки и учесть его рекомендации и советы. Если же работа не зачтена, то ее выполняют еще раз и отправляется на повторную рецензию. Зачтенные контрольные работы являются допуском к дифференцированному зачету. 
Варианты контрольного задания распределены следующим образом:
	ФИО
	№ зачетной книжки
	№ варианта

	Сушко Мария Викторовна
	21к-01з
	1

	Кузнецова Анастасия Павловна
	21к-02з
	2

	Шебеда Мария Алексеевна
	21к-03з
	3

	Волочкова Юлия Николаевна
	21к-04з
	4

	Данилкина Виолетта Руслановна
	21к-05з
	5

	Папушина Екатерина Сергеевна
	21к-06з
	6

	Степаков Константин Александрович
	21к-07з
	7

	Терещенко Екатерина Владимировна
	21к-08з
	8

	Шелыгина Юлия Васильевна
	21к-09з
	9

	Кучерова Полина Дмитриевна
	21к-11з
	1

	Данилова Александра Сергеевна
	21к-12з
	2

	Глухова Наталия Алексеевна
	21к-13з
	3

	Ермолина Алена Сергеевна
	21к-14з
	4

	Буханцова Ольга Геннадьевна
	21к-15з
	5

	Кудрявцева Софья Васильевна
	21к-16з
	6

	Игнатенко Семен Дмитриевич
	21к-17з
	7

	Васенина Анастасия Владимировна
	21к-18з
	8

	Сунагатов Руслан Ринатович
	21к-19з
	9

	Шелыгина Ирина Николаевна
	21к-20з
	10

	Кортава Ольга Владимировна
	20к-162д
	2

	Зарубин Кирилл Владимирович
	20к-74д
	4

	Плахута Алёна Дмитриевна
	20к-167д
	7


Контрольное задание
ВАРИАНТ 1

	1.
	Найти предел функций
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	2
	Решить комбинаторную задачу
	Сколькими способами из корзины, в которой находятся 10 белых и 6 черных шаров, можно вынуть 2 шара?

	3
	Решить задачу, используя классическое определение вероятности события
	Брошены 2 игральные кости. Найти вероятность того, что сумма очков на выпавших гранях – нечетная, причем на грани хотя бы одной из костей появится тройка.

	4
	Найти производные функций
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	5
	а) Найти неопределенный интеграл функции 

б) Вычислить определённый интеграл функции
	
[image: image1237.wmf](
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	6
	а) Найти общее решение дифференциального уравнения

б) Найдите частное решение уравнения, удовлетворяющее указанным начальным условиям
	
[image: image1238.wmf];
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	7
	Исследовать ряд на сходимость
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ВАРИАНТ 2

	1.
	Найти предел функций
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	2
	Решить комбинаторную задачу
	Сколькими способами можно из группы в 27 человек выбрать троих?

	3
	Решить задачу, используя классическое определение вероятности события
	Преступник знает, что шифр сейфа составлен из цифр 1,3,7,9,5,2,6, которые не повторяются, но не знает, в каком порядке их набирать. Какова вероятность того, что первые 3 цифры он набрал верно?

	4
	Найти производные функций
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	5
	а) Найти неопределенный интеграл функции  

б) Вычислить определённый интеграл функции
	
[image: image1245.wmf](
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	6
	а) Найти общее решение дифференциального уравнения

б) Найдите частное решение уравнения, удовлетворяющее указанным начальным условиям
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	7
	Исследовать ряд на сходимость
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ВАРИАНТ 3

	1.
	Найти предел функций
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	2
	Решить комбинаторную задачу
	Группа студентов из 20 человек получила 5 бесплатных билетов в боулинг. Сколькими способами можно раздать эти билеты?

	3
	Решить задачу, используя классическое определение вероятности события
	В коробке 5 одинаковых, занумерованных кубиков. Наудачу по одному извлекают все кубики. Найти вероятность того, что номера извлеченных кубиков появятся в убывающем порядке.

	4
	Найти производные функций
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2

2

3

)

x

x

y

а

-

=



[image: image1252.wmf]2
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	5
	а) Найти неопределенный интеграл функции 

б) Вычислить определённый интеграл функции
	
[image: image1253.wmf].
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	6
	а) Найти общее решение дифференциального уравнения

б) Найдите частное решение уравнения, удовлетворяющее указанным начальным условиям
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[image: image1255.wmf](
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	7
	Исследовать ряд на сходимость
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ВАРИАНТ 4

	1.
	Найти предел функций
	
[image: image1258.wmf]x
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	2
	Решить комбинаторную задачу
	Имеются цифры 1,2,3,4,5,6,7,8. Сколько пятизначных чисел можно из них составить при условии, что цифры в числе не повторяются?

	3
	Решить задачу, используя классическое определение вероятности события
	На каждой из пяти одинаковых карточек напечатана одна из следующих букв: ю, р, т, и, с. Карточки тщательно перемешаны. Найти вероятность того, что на вынутых по одной и расположенных в «одну линию» карточках можно будет прочесть слово «юрист».

	4
	Найти производные функций
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x

x

y

a

3

3

1

4

)

-

=


б)
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	5
	а) Найти неопределенный интеграл функции 

б) Вычислить определённый интеграл функции
	
[image: image1261.wmf].
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	6
	а) Найти общее решение дифференциального уравнения

б) Найдите частное решение уравнения, удовлетворяющее указанным начальным условиям
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	Исследовать ряд на сходимость
	
[image: image1265.wmf]å

¥

=

+

1

6

1

3

n

n

n




ВАРИАНТ 5

	1.
	Найти предел функций
	
[image: image1266.wmf]4
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	2
	Решить комбинаторную задачу
	В поход на лодке отправились 10 человек. Из них нужно выбрать капитана, его помощника, повара и рулевого. Любой из них может отлично справиться с каждой из этих должностей. Сколькими способами это можно сделать?

	3
	Решить задачу, используя классическое определение вероятности события
	Из 60 вопросов, входящих в экзаменационные билеты, студент подготовил 50. В билете два вопроса. Найти вероятность того, что наудачу взятый билет содержит только подготовленные  вопросы.

	4
	Найти производные функций
	
[image: image1267.wmf];
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	5
	а) Найти неопределенный интеграл функции 

б) Вычислить определённый интеграл функции
	
[image: image1269.wmf](
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	6
	а) Найти общее решение дифференциального уравнения

б) Найдите частное решение уравнения, удовлетворяющее указанным начальным условиям
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	7
	Исследовать ряд на сходимость
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ВАРИАНТ 6

	1.
	Найти предел функций
	
[image: image1274.wmf]x
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	2
	Решить комбинаторную задачу
	В организации трудится 6 человек. Поступило распоряжение о премировании трех сотрудников (различными суммами). Сколькими способами это можно сделать?

	3
	Решить задачу, используя классическое определение вероятности события
	На четырёх карточках напечатаны буквы М, А, Г, У. Карточки положены буквами вниз и перемешаны. После чего извлекаются по одной, переворачиваются и кладутся слева на право. Какова вероятность того, что вы прочтёте название вашего учебного заведения.

	4
	Найти производные функций
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	5
	а) Найти неопределенный интеграл функции 

б) Вычислить определённый интеграл функции
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	6
	а) Найти общее решение дифференциального уравнения

б) Найдите частное решение уравнения, удовлетворяющее указанным начальным условиям
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	7
	Исследовать ряд на сходимость
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ВАРИАНТ 7
	1.
	Найти предел функций
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	2
	Решить комбинаторную задачу
	Имеются цифры 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Сколько трехзначных чисел, состоящих из различных цифр, можно из них составить?

	3
	Решить задачу, используя классическое определение вероятности события
	В ящике 10 одинаковых деталей, помеченных номерами 1, 2, …, 10. Наудачу извлечены шесть из них. Найти вероятность того, что среди извлеченных, окажется деталь № 1.

	4
	Найти производные функций
	а)
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	5
	а) Найти неопределенный интеграл функции 

б) Вычислить определённый интеграл функции
	а)
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	6
	а) Найти общее решение дифференциального уравнения

б) Найдите частное решение уравнения, удовлетворяющее указанным начальным условиям
	а)
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	Исследовать ряд на сходимость
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ВАРИАНТ 8
	1.
	Найти предел функций
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	2
	Решить комбинаторную задачу
	В группе 30 студентов. Сколькими способами можно выбрать шесть делегатов для переговоров с администрацией колледжа?

	3
	Решить задачу, используя классическое определение вероятности события
	Набирая номер телефона, абонент забыл последние 2 цифры и помня лишь, что эти цифры различны, набрал их наудачу. Найти вероятность того, что набраны нужные цифры?

	4
	Найти производные функций
	а)
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	5
	а) Найти неопределенный интеграл функции 

б) Вычислить определённый интеграл функции
	а)
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	6
	а) Найти общее решение дифференциального уравнения

б) Найдите частное решение уравнения, удовлетворяющее указанным начальным условиям
	а)
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	Исследовать ряд на сходимость
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ВАРИАНТ 9
	1.
	Найти предел функций
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	2
	Решить комбинаторную задачу
	Для участия в Конференции руководитель проекта отбирает 5 студентов из 19. Сколькими способами он может составить команду?

	3
	Решить задачу, используя классическое определение вероятности события
	В лотерее разыгрывается 1000 билетов. Из них имеют выигрыш: 15 билетов по 50000 рублей, 25 билетов по 10000 рублей, 60 билетов по 5000 рублей. Играющий приобрел один билет. Какова вероятность выиграть не менее 10000 рублей?

	4
	Найти производные функций
	а)
[image: image1301.wmf])
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	5
	а) Найти неопределенный интеграл функции 

б) Вычислить определённый интеграл функции
	а)
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	6
	а) Найти общее решение дифференциального уравнения

б) Найдите частное решение уравнения, удовлетворяющее указанным начальным условиям
	а)
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	Исследовать ряд на сходимость
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ВАРИАНТ 10
	1.
	Найти предел функций
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	2
	Решить комбинаторную задачу
	В олимпиаде по профессиональному мастерству участвует 21 команда. Разыгрываются медали: золотые, серебряные и бронзовые. Сколькими способами они могут быть распределены?

	3
	Решить задачу, используя классическое определение вероятности события
	Найти вероятность того, что трехзначный номер случайно встреченного автомобиля состоит из одинаковых цифр.

	4
	Найти производные функций
	а)
[image: image1310.wmf]2
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	5
	а) Найти неопределенный интеграл функции 

б) Вычислить определённый интеграл функции
	а)
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	6
	а) Найти общее решение дифференциального уравнения

б) Найдите частное решение уравнения, удовлетворяющее указанным начальным условиям
	а)
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	Исследовать ряд на сходимость
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